Lista numero 03
tarcisio.praciano@gmail.com
Dep. de Computacao

Caélculo multivariado
curvas e superficies
T. Praciano-Pereira

alun@:

9 de abril de 2013

Univ. Estadual Vale do Aca

Documento escrito com ITEX - sis. op. Debian/Gnu/Linux

http://www.multivariado.sobralmatematica.org

Se entregar em papel, por favor, prenda esta folha de rosto na
sua solucao desta lista, deixando-a em branco. Ela sera usada na
COITegao.

Data da entrega 17 de Abril de 2013

Exercicios 1 Curvas objetivo: Descri¢ao e propriedades de caminhos no espago

palavras chave: curvas, derivada implicita, plano tangente, reta tangente,
vetor perpendicular, vetor tangente, parametrizacdao, variedade de dimensao n,
variedade linear tangente.

1. Curvas e Derivagao O grdfico de uma funcgdo pode ser visto como uma
curva parametrizada pelo sistema de equagoes t — (t, f(t)) ou mais geral-
mente, se forem dadas duas equagdes, x(t),y(t) a fungdo

e (2(t), y(t))

representa uma curva, neste caso uma curva cuja imagem se encontra no
espago 2D o que entendemos por “uma curva plana”. Se trés equagies
forem dadas x(t),y(t), z(t) entao

t (2(t),y(t), 2(t))
seria uma curva do espago 3D.
(a) (V)] J(F)]] O grdfico da fun¢io y = f(z) pode ser obtido como curva
parametrizada com o sistema de equagoes paramétricas
te (. f(1) (1)

() (V)[](F)[] A curvat— (0,t) € o eizo OX.
(c) (V)[](F)[] A curvat— (t,0) € o eizo OX.

(d) (V)[J(F)[] A curva t— (0,t) é o eizo OY.

(e) (V)[](F)[] A curvatw (t,t) € o eizo OY € a primeira bissetriz dos
€1208.

Comandos do gnuplot para vocé experimentar:

set parametric \# basta digitar ’set param’, gnuplot entende o resto
x(t) = 0; y(t) = t;

plot x(t), y(t); \# um par de equagdes separadas por virgula...

x1(t) = sin(t); y1(t) = cos(t);

plot =x(t), y(t), x1(t), y2(t); \# dois pares de equagdes...

set arrow from 0,0 to x1(3), y1(3) head;

replot; \# refaz o plot

help \# é a ajuda do gnuplot, um manual on-line, sorry, in English!

. Curvas e Derivagao

No gnuplot o comando:
set arrow from a,b to p,q [head]

coloca um segmento orientado do ponto (a,b) até o ponto (p,q). O co-
mando “unset arrow” limpa a memdria de “vetores” do gnuplot.

Considere a curva

a(t) = (2(t),y(t)) = (cos(t), sin(t))

cuja derivada €

o (t) = (2'(t),y'(t)) = (—sin(t), cos(t))

(a) (V)[ J(F)[ ]Os comandos seguintes do gnuplot desenham o sistema
de eixos coordenados e a primeira bissetriz dos eizos:

set parametric

x1(t) = t; y1(t) = 0;
x2(t) = 0; y2(t) = t;
x3(t) = t; y3(t) t;

set arrow from 0,0 to -3,3 head;
plot x1(t), y1(t), x2(t), y2(t),x3(t), y3(t);

(b) (V)[](F)[ ]Os comandos sequintes do gnuplot desenham o sistema
de eixos coordenados e a primeira bissetriz dos eizos:

set parametric
unset arrow
x1(t) = t; yi(t) = 0;




x2(t) = 0; y2(t) t;

x3(t) = t; y3(t) = -t;

set arrow from 0,0 to -3,3 head;

plot x1(t), yi(t), x2(t), y2(t),x3(t), y3(t);

(c) (V)[](F)[] Os comandos do gnuplot produzem o grdfico da curva «
com um vetor tangente 4 curva um ponto determinado.

set parametric

unset arrow

x3(t) = cos(t); y3(t) = sin(t);

set size 1,0.6;

a=-3;

set arrow from 0,0 to -sin(a), cos(a) head
x1(t) = t; y1(t) = 0;

x2(t) = 0; y2(t) = t;

plot x1(t), y1(t), x2(t), y2(t),x3(t), y3(t);

(d) (V)] J(F)[] Os comandos do gnuplot produzem o grdfico de um vetor
e de outro vetor paralelo a ele obtido com a regra do paralelogramo.
Traca também os eixos coordenados.

set parametric; unset arrow;

a=-3; b=5; p=5;q=17;

set xrange [-15:15]; set yrange [-15:15];

x1(t) = t; y1(t) = 0; x2(t) = 0; y2(t) = t;

set arrow from 0,0 to a,b head; set arrow from 0,0 to p,q head;
set arrow from p,q to (at+p), (b+q) head;

plot x1(t), yi(t), x2(t), y2(t);

(e) (V)[](F)[] Os comandos do gnuplot produzem o grdfico da curva «
com um vetor tangente & curva um ponto determinado.

set parametric; unset arrow;

x(t) = cos(t); y() = sin(t);
set size 1,0.6; set xrange [-15:15]; set yrange [-15:15];
dx(t) = -sin(t); dy(t) = cos(t);

a=-3; A =x(a); B=y(a; P = x(a) + dx(a); Q = y(a) + dy(a);
set arrow from A,B to P,Q head;

x1(t) = t; y1(t) = 0; x2(t) = 0; y2(t) = t;

plot x(t), y(t), x1(t), yi(t), x2(t), y2(t);

3. Curvas e Derivagao

(a) (V)[](F)[] Os comandos do gnuplot mostram o grdfico de uma
pardbola com um vetor tangente em um determinado ponto do grifico.

pow(x,n) = x*¥*n;
set parametric

unset arrow

x3(t) = 2t; y3(t) =t + pow(t,2);
dx3(t) = 2; dy3(t) =1 + 2xt;

A = dx3(-3); B = dy3(-3);

set arrow from 0,0 to A,B head;
plot t,0, O0,t, x3(t), y3(t);

(b) (V)[](F)[] Os comandos do gnuplot mostram o grdfico de uma
parabola com um vetor tangente em um determinado ponto do grdfico.

set parametric; unset arrow;

pow(x,n) = x**n; a = -3;

x(t) = 2xt; y(t) = t + pow(t,2);

dx(t) = 2; dy(t) 1 + 2%t

P=x(a); Q = y(a); A =dx(a); B = dy(a);
set arrow from 0,0 to A,B head;

plot t,0, 0,t, x(t), y(t);

+

(c) (V)[](F)[] Os comandos do gnuplot mostram o grdfico de uma
pardbola com um vetor tangente em um determinado ponto do grdfico.

set parametric; unset arrow;

set xrange [-35:35]; set yrange [-55:55]; set trange [-15:15];
pow(x,n) = x**n; a = 3; b = -3;

x(t) = 2xt; y(t) =t + pow(t,2);

dx(t) = 2; dy(t) = 1 + 2xt;

A1l = x(a); Bl = y(a); A2=dx(a); B2=dy(a);
P1 = Al + A2; Q1 = Bl + B2;

set arrow from A1,B1 to P1, Q1 head;

\# reusando variaveis, desnecessario!

Al = x(b); Bl = y(b); A2=dx(b); B2=dy(b);
P1 = A1l + A2; Q1 = B1 + B2;

set arrow from A1,B1 to P1, Q1 head;

plot t,0, 0,t, x(t), y(t);

(d

=

(V)[ ](F)[] Os comandos seguintes do gnuplot, se rodados depois
dos anteriores, item 3c, mostram trés vetores tangentes ao grifico de
uma pardbola.

c=1; A1l = x(c); Bl = y(c); A2=dx(c); B2=dy(c);
P1 = A1l + A2; Q1 = B1 + B2;

set arrow from A1,B1 to P1, Q1 head;

replot

(e

N

(V)[J(F)[] Os comandos seguintes do gnuplot, se rodados depois
dos anteriores, item 3c, mostram quatro vetores tangentes ao grdfico
de uma pardbola.




c=1;

A3 = x3(c); B3 = y3(c);

P3 = x3(c)+dx3(c); Q3 = y3(c)+dy3(c);
set arrow from A3,B3 to P3,Q3 head;
plot t,0, 0,t, x3(t), y3(£);

4. Variedades e dimensao

Entenda variedade como uma palavra que representa um objeto do espago,
esta palavra mais um “adjetivo do tipo dimensao” nos libertam da lin-
guagem restritiva da geometria euclidiana, assim como a palavra polindmio
nos permite falar de expressoes algébricas de um grau qualquer nos liber-
tando dos termos restritivos monémio, binémio, trindomio . ..

(a) (V)[](F)[] A expressio F(z,y,z) = 42® — y + 2yz = 0 representa
uma variedade de dimensdo 1 (uma curva na terminologia antiga,).

() (V)[J(F)[] A expressio F(x,y,z) = 423 — y + ayz = 0 repre-
senta uma variedade de dimensdo 2 (uma superficie na terminologia
antiga).

(c) (V)[J(F)[] A expressio F(x,y) = 22 + y* — 4 = 0 representa uma
variedade de dimensdo 1 (uma curva na terminologia antiga).

(d) (V)[](F)[] Na expressdo F(z,y) =z +y*> —4 =0, se for possivel
explicitar y, podemos escrever uma expresio equivalente na forma
y = f(z) que é uma fungdo univariada e cujo grifico representa
uma variedade de dimensdo 1 (uma curva na terminologia antiga)
possivelmente com uma restri¢ao de dommninio.

(e) (V)[](F)[] Na expressio F(x,y,z) = 42> + y> + 322 — 8 = 0, se
for possivel explicitar z, podemos escrever esta expresio na forma
z = f(z,y) que € uma funcao de duas varidveis e cujo grdfico repre-
senta uma variedade de dimensao 2 (uma superficie na terminologia
antiga,).

5. Derivada implicita
Considere a expressao f(x,y) =0 cuja derivada implicita é

e representa um modelo para a variedade linear tangente que pode ser
aplicada usando as substitui¢ées (na ordem indicada abaizo):

d = (x —a);dy == (y — a); 2)
ri=a;y:=b; (3)

em que se supoe que f(a,b) = 0 seja verdadeira, ou, equivalentemente, o
ponto (a,b) pertence a variedade f(x,y) = 0.

(a) (V)[J(F)[] f(x,y) = 22 +y?> —4 = 0 ¢é um circulo de centro na
origem e de raio 2 e

2a(x —a) +2b(y—b) =0

é a equagao da reta tangente ao circulo no ponto (a,b), para um ponto
(a,b) arbitrdrio do plano.

() (V)[J(F)[] f(z,y) = 2> +y> —4 = 0 é um circulo de centro na
origem e de raio 2 e

2a(z —a) +2b(y —b) =0

é a equagdo da reta tangente ao circulo no ponto (a,b), supondo-se
quea? +b>—-4=0

(c) (V)[](F)]] A equagio A(x —a) + B(y — b) =0 € a equagao de uma
reta que passa no ponto (a,b) e é perpendicular ao vetor (A, B) como
mostra a figura (1), pdgina 7,
Por analogia A(x —a)+ B(y—b) +C(z—c) = 0 € a equagdo do plano
que passa no ponto (a,b,c) e é perpendicular ao vetor (A, B,C), e
os comandos do gnuplot mostram um exemplo disto para valores
escolhidos das constantes a,b,c, A, B,C.

a=3.0;b=-1.0;c=1.0; A=2.0;B=3.0;C=4.0;
f(x,y) = ¢ -(A/C)*(x-a) - (B/C)*(y-b)
set arrow from 0,0,0 to a,b, f(a,b) head
splot f(x,y) , O

(d) (V)[J(F)[] A equacio A(x —a) + B(y —b) =0 € a equacdo de uma
reta que passa no ponto (a,b) e é perpendicular ao vetor (A, B) como
mostra a figura (1), pdgina 7, Por analogia A(x—a)+B(y—b)+C(z—
¢) =0 € a equagdo do plano que passa no ponto (a,b,c) e é perpen-
dicular ao vetor (A, B,C), e os comandos do gnuplot mostram um
exemplo disto para valores escolhidos das constantes a,b,c, A, B,C.
a=3.0;b=-1.0;c=1.0; A=2.0;B=3.0;C=4.0;
f(x,y) = c -(A/C)*(x-a) - (B/C)*(y-b)
set arrow from 0,0,0 to A,B, C head
splot f(x,y) , O

(e) (V)[](F)[] Nas condi¢ées da questao do item 5d, os comandos do
gnuplot mostram um vetor perpendicular ao plano

Az —a)+ By —b)+C(z —¢) =0;
porém transladado, no espago, para um ponto do plano:
unset arrow

set arrow from a,b,f(a,b) to (a+hA), (b+B), (f(a,b)+C) head
splot f(x,y) ,0




(@)

A(x-a) + B(y-b)=0

Figura 1: A equagdo da reta

6. Curvas e Derivagao

Considere a(t) = (z(t),y(t)) = (sin®(t), 1 — cos(2t))

(a) (V)[J(F)[] O grdfico da curva a fica inteiramente dentro de um
quadrado de lado 2.

(b) (V)[](F)[ ] Uma transformagao trigonométrica adequada mostra que
o traco da curva o é equivalente & curva B(t) = (t,2t?);t € [-2,2]

(c) (V)] ](F)][ ] Uma transformagdo trigonométrica adequada mostra que
o trago da curva o é equivalente & curva B(t) = (t,2t?);t € [-1,1]

(d) (V)] J(F)[] Os comandos sequintes do gnuplot mostram o grdfico da

curva o com um vetor tangente ao grafico desta curva em um ponto
determinado do grifico:

set param; a = -10;

x(t) = sin(t); y(t) = 1 - cos(2*t);
dx(t) = cos(t); dy(t) 2%sin(2%t) ;
A = dx(a); B = dy(a);

set arrow from 0,0 to A,B head;
plot x(t),y(t), 0,t, t,0;

(e) (V)[](F)[] Os comandos sequintes do gnuplot mostram o grdfico da
curva o com um vetor tangente ao grdifico desta curva em um ponto
determinado do grafico:

set param; a = -4;

x(t) = sin(t); y(t) = 1 - cos(2*t);

dx(t) = cos(t); dy(t) = 2*sin(2*t);

A =dx(a); B=dy(a); P==x(a); Q=y(;
set arrow from P,Q to (A+P), (B+Q) head;
plot x(t),y(t), 0,t, t,0;

Observagao: se vocé escolher diversos valores para a na lista de comandos
do gnuplot, vocé poderd se convencer de que a curva « percorre diversas
vezes o seu trago o que justifica porque um dos itens € falso. O trago é a
regido geométrica do espago que uma curva percorre podendo passar pelo
mesmo ponto do espago vdrias vezes.

7. Curvas e Derivagio Considere a variedade S = F(z,y,z) = 0.

(a) (V)[J(F)[] S pode ser uma variedade de dimensdo 2, um plano na
nomenclatura geométrica.

(b) (V)[](F)[]S pode ser uma variedade de dimensdo 2, uma superficie
na nomenclatura geométrica.

(c) (V)[](F)[] A derivada implicita
Fy(v,y, z)dz + Fy(2,y, 2)dy + F.(z,y, 2)dz = 0;

representa um modelo para uma variedade linear de dimensdo 2 tan-
gente ao grdfico de S e vocé pode realizar este modelo para um ponto
(a,b,c); Fa,b,c) =0 com as substitui¢oes

dr = (z — a);dy := (y — b);dz := (2 — ¢); (4)
ri=a;y:=bz:=¢ (5)
(d) (V)[](F)[] Sendo
S=F(z,y,2) =2+ > +22-9=0

os comandos do gnuplot abaizo exibem um plano tangente ao grdfico
de 8 em um ponto escolhido:




pow(x,n) = x**n; f(x,y) = sqrt(9 - pow(x,2) - pow(y,2) );
a=1; b=2; c=1f(a,b); set xrange [-3:3]; set xrange [-3:3];
d_x_F(x,y,z) = 2*x; d_y_F(x,y,z) = 2xy; d_z_F(x,y,z) = 2xz;
d_x_f(x,y,c) = - d_x_F(x,y,c)/d_z_F(x,y,c);

d_y_f(x,y,c) - d_y_F(x,y,c)/d_z_F(x,y,c);

P(x,y) = f(a,b) + d_x_f(a,b,c)*(x-a) + d_y_f(a,b,c)*(y -b);
splot f(x,y) , P(x,y)

Obs: embora a fungao f ndao dependa de z no programa de computador
sou obrigado a definir suas derivadas parciais usando a varidvel c
com a finalidade de passar este valor para as derivadas parciais de
F. Na verdade a fungao f existe em funcdao do ponto c ela € um corte
da variedade S por um hiperplano do espag¢o R que passa no ponto
(a,b,c,9) e isto fica refletido na necessidade de passar o pardmetro
c.

(e) (V)[](F)]] Se vocé executar no script do item 7d os comandos

unset arrow

A = d_x_F(a,b,c); B = d_y_F(a,b,c); C = d_z_F(a,b,c);
set arrow from a,b,f(a,b) to (a+hA) ,(b+B) , (f(a,b)+C)
replot;

vocé terd o grdfico do plano tangente no ponto (a,b,c) com o ve-
tor (A, B,C), perpendicular ao plano, deslocado para a posicao de
tangéncia do plano.

8. Curvas e Derivacdo

Considere a curva a(t) = (cos(wt), sin(wt))

(a) (V)] J(F)[] O trago da curva « estard contido no circulo trigonométrico.

(b) (V)[](F)[] O trago da curva « € o circulo trigonométrico.

(c) (V)[](F)[] O trago da curva « é o circulo trigonométrico, quando
t e |0, %’T . O coeficiente w € chamado de “frequéncia”.

(d) (V)[J(F)[] A derivada de o é a curva B(t) = w(—sin(wt), cos(wt))
que € outro circulo com raio w.

(e) (V)[](F)[] As translagdes com o deslocamento «(t) para cada valor
do tempo t, de um ponto sobre a derivada de «, nos mostram vetores

tangentes ao trago de c. A expressao de um vetor tangente, no ponto
alt) éa/(t) + alt).

9. Curvas e Derivagao

(a) (V)[J(F)[] O trago de a(t) = (cos(t) + 5,sin(t) + 10) se encontra
sobre um circulo de raio 1 tendo por centro o ponto P = (10,5).

() (V)[](F)[] O trago de a(t) = (cos(t) + 5,sin(t) + 10) € o circulo de
raio 1 tendo por centro o ponto P = (5, 10).

(c) (V)[](F)[] O trago de a(t) = (cos(t) + 5,sin(t) + 10) se encontra
sobre um circulo de raio 1 tendo por centro o ponto P = (5,10).

(d) (V)[J(F)[] O trago de a(t) = (cos(3t) + 5,sin(3t) + 10) se encontra
sobre um circulo de raio 1 tendo por centro o ponto P = (5,10) e o
modulo de sua derivada € 3 o que pode ser interpretado como o cam-
inho que uma particula percorre (no plano) com velocidade que tem
mddulo 3, isto é, percorre um pedago de circulo unitdrio com veloci-
dade 3 vezes superior ao da particula cujo percurso seja descrito por
B(t) = (cos(t) + 5,sin(t) + 10) o que justifica o nome de “frequéncia”
ao parametro w, a particula passaria e vez mais pelo mesmo ponto
do trago no mesmo intervalo de tempo.

(e) (V)[](F)[] O trago da curva a(t) = (cos(3t) — 5,sin(3t) — 5);t €
[0,25] € um circulo de raio 1 com centro no ponto P = (—5,—5).
10. Variedade de dimensdo 2
Considere a variedade definida por

{ (s,t) = (cos(s)sin(t), sin(s) sin(t), cos(t)) = w(s, t);

sel0,2n);te -5, 5] (6)

(a) (V)[J(F)[] O modulo do vetor posicao w(s,t) é 1 para quaisquer
sejam os valores dos parametros s,t.

(b) (V)[](F)]] A variedade w(s,t) + (1,2,3) em que w estd definido na
equagdo (6), tem por trago uma esfera de raio 1 centrada na origem.

(c) (V)[J(F)[] A equagio F(x,y,z) = 22 +y?>+2% = 1 tem por grdfico o
trago da variedade definida na equagdo (6). E uma equagao implicita
de uma variedade de dimensdo 2, observe que w = F(x,y,z) tem 4
varidveis, sendo portanto uma variedade de dimensdo 8 (em principio),
logo F(x,y,z) = 1 tem trés varidveis, sendo uma variedade de di-
mensdo 2 (em principio), que esperamos poder explicitar como: z =
f,y).

(d) (V)[](F)[] Suponha que possamos explicitar F(z,y,z) = 1 em z,
escrevendo z = f(x,y). Podemos deduzir da derivada implicita de
F(z,y,2z) = 1 a deriada implicita de z = f(x,y), verifique se o
autor executou as contas corretamente:

dw = Fydx + FydyF.dz =0

dz = —F,/F.dz — F,/F.dy )
dz = fpdx fydy

(a,b,¢c) € F(z,y,2)=1 = c¢= f(a,b)

entao

P(z,y) = f(a,b) + fu(a,b)(x — a) + fy(a,b)(y — b) (8)
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€ uma fungao linear de duas varidveis, € a formula de Taylor de
primeiro grau de z = f(z,y) sendo portanto o plano tangente ao
grdfico de z = f(x,y) no ponto (a,b,c), ou equivalentemente, ao
grdfico de F(z,y,z) =1 no ponto (a,b,c).

(e) (V)[](F)][] A equagio do plano tangente ao grifico da esfera unitdria
F(z,y,2) = 1 = 22 + 32 + 22 se deduz da derivada implicita de
z = f(x,y) pelas substituicies

v o= (2 - a)idy = (y — b);dz = (2 — 0);
{ (e,9) = (.b); ®)

e é entdo 5 9
Pley)=c= 5 (z—a) = 2 (y-b) (10)

e isto indica que hd wm problema de definicao nos polos da esfera.
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