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0.1 Objetivo

Revisdo da matéria e uma oportunidade final para melhorar sua nota!

Ficou faltando um assunto, que é o que agora vou discutir: séries de Fourier. Vou
evitar de fazer referéncia & terminologia série, porque ela exigiria uma discussao que
nao vou ter tempo de fazer, ficarei com a denominagdo polindmios trigonométricos
para a qual vou ter tempo suficiente.

Os polinémios trigonométricos estdo associados, junto com outra transformacgao
que é bem semelhante a esta, com as nossas comunicagoes.

Historicamente, até os anos 50 do século passado, eles eram a nica forma de fazer
comunicagoes (de codificar as comunicagoes e transmiti-las) por sua intima associagao
com as ondas eletromagnéticas. Hoje eles perderam um pouco deste espago, seguem
sendo a linguagem de maquina das telecomunicacoes, que continuam sendo eletro-
magnéticas como meio, mas perderam o espago de codificagdo para outros métodos
que foram construidos & imagem e semelhanca dos polindmios trigonométricos, em
particular com uma transformacao novissima, descoberta (adquiriu o nome) em 1980,
as wavelets, que sdo uma generalizagao dos “polinémios trigonométricos” no sentido
de que as ondas bésicas foram substituidas por diversas outras que melhor se adaptam
ao tipo de objeto que se deseje codificar.

Porém os polindmios trigonométricos ainda sdo importantes em duas dreas que é
do méaximo interesse para quem estuda computagao: codificagdo de dados, anélise de
imagens.

Antes, com os polindémios trigonométricos apenas um tipo de onda bésica era uti-
lizada, o seno (o coseno é um seno translatado) e as aceleradas do seno e do coseno.
Uma mulher, Daubechies, descobriu um tipo de onda que tem uma adaptacao muito
grande para a voz humana e para o ouvido humano, e com ela se pode decodificar com
maior precisao (com uma quantidade menor de amostras), transmitindo-se uma quan-
tidade pequena de informagoes para decodificar do outro lado e obter uma reprodugao
muito mais perfeita (para a voz humana ou para o ouvido humano).

Vocé pode encontrar muita referénca sobre o assunto procurando pelo nome de
Daubechies ou wavelets.

0.1.1 Os coeficientes de Fourier

H&4 uma forma bem simples de explicar o que sao os coeficientes de Fourier. E simples
logo se corre o risco de uma super simplificagdo deixando uma distor¢do no conceito.
Vou procurar superar o risco. Os coeficientes de Fourier sdo o ”tamanho”da proje¢ao
de uma fungdo, uma onda eletromagnética, por exemplo, na dire¢do de uma onda
bésica, uma senoide acelerada. Vou trocar isto em mitddos.

As ondas basicas

Primeiro que tudo selecionamos algumas func¢oes como sendo as mais simples de um
certo contexto. Vocé ja viu isto no caso dos polinémios de Taylor em que os polinémios
(z — a)™ foram considerados os mais simples. Ent&o um polinémio de Taylor é uma
soma das combinagoes lineares das “projecoes” de uma certa funcao na direcao das
“ondas bésicas”

Aqui, eu estou usando onda como sinénimo de fungao!

Uma onda eletromagnética é uma funcdo. A reciproca é que é dificil de aceitar,
que qualquer fungao seja uma “onda eletromagnética”... e realmente é uma afirmacao
discutivel! Discutivel mas ndo é totalmente absurda! Entao os polinémios de Taylor
sa20 um vetor obtido como combinagao linear de vetores bésicos, (z — a)™ tendo como
coeficientes o tamanho da projecao de uma funcdo f na diregdo destes vetores.

Esta comparagao nao é boa porque nao temos um meio explicar esta projecao uma
vez que projegoes est@o associadas ao produto escalar entre dois vetores, e ndo é este
bem o caso dos polinémios de Taylor.

Apenas estou usando os polindmios de Taylor para comegar a discussdo porque
eles s@o0 muito cedo produzidos e apresentados nos cursos de Célculo apesar de que
nem sempre os professores consigam transmitir a idéia de que eles estao associados
aos fénomenos da Algebra Linear como combinagao linear de vetores bésicos com
coeficientes obtidos por uma certa operagao - as derivadas sucessivas.

Quer dizer que eu estou procurando me inserir no contexto de um vetor f, uma
onda, e de sua proje¢ao num sub-espago definido por uma cole¢ao de vetores bdsicos
(ondas bésicas) os polinémios trigonométricos sao senos e cosenos acelerados:

sin(nt), cos(nt);

aqui a aceleracao é o nimero inteiro positivo n.

As ondas eletromagnéticas béasicas

Vou deixar para trds os polinomios de Taylor e me concentrar no espago vetorial
gerado pelas ondas bésicas
sin(nt), cos(nt);

Um resultado fundamental é que estas duas ondas sdo ortogonais uma conta rela-
tivamente facil de fazer. Ela é objeto de uma das questoes:

< sin,cos >=0= /sin(t) cos(t)dt (1)

Na questao estou @ conduzindo a se recordar do que é necessério sobre as fungoes
trigonométricas. Tente, seja com mudanca de varidveis, observando que a derivada do




sin(t) é cos(t), ou com propriedades geométricas, agora observando que f(¢) = sin(t)
é uma funcdo par e que g(t) = cos(t) é uma func¢do impar , isto deve conduzi-1Q a ver
que esta integral é zero.

A defini¢ao de polindémio trigonométrico se encontra na questao 3*).

Podemos mostrar, e é possivel que vocé tenha visto isto em Algcbra Linear, que
esta formula, equagao (1) define um produto escalar. Na equagao (1) estou usando a
expressao com dois vetores particulares cujo produto escalar é zero, a férmula geral
seria

<fg>= / Fo)g(t)dt @)

e quando as duas “ondas” f,g forem perpendiculares, entdo < f,g >= 0 como é o
caso do sin, cos.

E até bem possivel que vocé tenha imaginado que @ professor tenha inventado
apenas uma férmula a mais para lhe causar problemas na prova, ou uma generalizagao
gratuita do produto escalar entre vetores do plano ou do espago que serve, num visao
geométrica facil, para discutir o angulo entre vetores. Bom, as fungoes sdo vetores, as
fungdes do Célculo sdo vetores de um espago de dimensao nao finital Nada de muito
extranho nisto, um polinémio de grau cinco é um elemento de um espago vetorial de di-
mensao maior ou igual a cinco. Para conseguirmos boas aproximagoes com polinémios
de Taylor (de MacLaurin) das fungdes trigonométricas que vocé usa quando aperta um
botao de calculadora, precisamos de polindmios de Taylor de grau 17, elementos de
um espago vetorial de dimensao maior ou igual a 17. Voceé ja estd rodeado de objetos,
de vetores, de espagos com dimengao alta! somente precisa se acostumar com a idéia.
Nada disto tem uma traducao geométrica em termos de nossa prisdo tridimensional,
as tentativas de fazer esta adaptag@o ndo resultam em nada muito interessante, so-
bretudo porque o que nos interessa nao é a dimensao quatro, mas sim, pelo menos, a
dimensao 17.

O program fourier.gnuplot mostra a aproximagao de uma fung@o por uma sucessao
de seu polinémios trigonométricos.

Palavras chave integral, derivada, fun¢oées multivariadas.

0.2 Exercicios

1. Gradiente F(z,y) = % Definindo
u(z,y) == +y;
v(@,y) =1+a% +y%

Fe.y) = 55

() VE)(]

Fo(@,y) = [ua(z, y)o(e,y) — ule, y)va (2, y)] /v(z, y)
(b) ME)]
Fo(,y) = [us (2, y)v(2,y) — u(@, y)va(w, )] /v(2, y)?

() W)

Fy(@,y) = [uy(z, y)o(z,y) — uz,y)v,(z, )] /v(z,y)®
(d) (V)[](F)[] O dominio de F é o plano todo. Considere um ponto do

plano, um ponto dado, P = (a,b).

A= Fz(a7 b)7 B= Fy(av b)7
P(z,y) = F(a,b) = A(x — a) — B(y = b)
P é aequagao do plano tangente ao gréfico de F' no ponto (a, b, F(a,b)).
() (V)[1(F)[] O dominio de F é o plano todo. Considere um ponto do

plano, um ponto dado, P = (a,b).
A = Fy(a,b); B = Fy(a, b);
O vetor (A, B, —1) é perpendicular & superficie no ponto (a, b, F(a,b)).
2. O Teorema Fundamental do Célculo

(@) VE)(]

u(z) = sin(x); du = cos(z)dx; (3)
;[ sin(z) cos(z)dz =0 (4)
(b) M)
I= fsin(x) cos(z)dx = fsin(2x)da: (5)
0 0
I= fsin(?x)d?x = }sin(t)dt =0 (6)
0 0
4




() ML)

f ) cos(z)dx = fsin(lr)dx (7)
0 0
= %fsm 2x)d2r = 5 7rf/zsin(t)alif = (8)
0 0
I =—3cos(t)|y A )
(d) ME)]
27 2m
I= E)[(COSQ(:B) — sin?(z))dz = Ofsin(Qx)dx (10)
=1 2[ sin(2z)d2z = %fsin(t)dt =0 (11)
2m
f cos?(z)dr = [ sin®(z)dx (12)
0 0
Ofr(cosz( x) + sin®(z))dz = Ofﬂdl' =27 (13)
fwcosz(x)d:b = (14)
0
(e) ML)
I= bfﬂ(cosz(x) — sin?(z))dz = bfﬂsm(Q:E)dx (15)
I=1 2fTrsin(Qa:)le:I: =1 }sln(t)dt =0 (16)
0 0
2frcos Ydx = fsm Ydx (17)
0f7r(cos2(x) +sin?(z))dz = Ofwdac =27 (18)
of sin?(x)dr = 7 (19)
3. Polinomios trigonométricos f(x) = ||z|| e os coeficientes ay e by sao os

coeficientes de Fourier de f tal que

x) = Z ay cos(kx) + by sin(kzx)
k=0

¢ o polindmio trigonométrico de f no intervalo [—m, 7).

(@) VE)[] ao ==

(b) MUE)[] a0 = 5

(c) WA a1 = —4/m; by = 0;
(@) WMUFE)[] a2 = 0; by =0;

Se n impar

(&) (VLIE)] an = {Se”p“o b=

7Tn2 7
O programa “exer _naf_04.gnuplot” mostra o grafico deste polindomio

trigonométrico, procure no link “programas”.

4. Integral multipla

u(z,y) =2 = 3wy +y*iv(z,y) = 1+ 2% + 1%

P(o,y) = B=EOUED— M), o, ) — BlEarE) U@,

Flo,y) = 563

(a) (W[](F)[]Se~ for uma curva , fechada, cujo comprimento seja finito,
no plano XOY entdo

]{P(:p, y)dz + Q(z,y)dy =0

(b) (V)[](F)[ ] Se W for uma regido limitada do plano com uma fronteira
diferencigvel (continua e macia) entdo

[(5-5)

(¢) WVE)[]
//(ny Fyy)daxdy =0
w
(d) WME)[]
/ / dxdy _T
J ) vy
(e) MIE)[]

(=]




5. Integral multipla U é o disco unitério centrado na origem. (e) V[]E)]

(a) (V)[I(F)[] O dominio de //332+3g;y+y3d¢gdy:108
3.3

1

F(z,y) = /7.’1324*3/2
é o plano XOY
(b) WMHUME]
// dzxdy _
VAN
() VE)]
// dvdy 9
Nz
(d) ME)]
//\/mdccdy:%r
u
(e) MIE)(]

//\/x2+y2d.rdy:g
u

6. Integral miltipla

(&) ML)
//chos(y)d:rdy<1
(b) VE)[]
//r cos(y)dxdy > —2
() VE)]
//:172 + 3zy + y3dady < 10
Z353
(d) M)

22 + 3zy + yPdrdy = 0
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