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0.1 Objetivo

Notagoes:
Nesta lista
(P(2,9), Q(z,y)) = J(F) = (Fa, Fy)
e em algumas questoes (P, Q) pode deixar de ser o gradiente de F' para testar alguma
férmula.

D serd uma regiao limitada do plano, v = 0D é uma curva, a fronteira de D que
vamos supor diferencidvel e integravel (tem um comprimento finito). Vou assumir que
a fronteira de D é a unido dos gréficos de duas fungdes, 9D = graf(fi1) U graf(fi)
como na figura (1).
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Figura 1: A regido D e sua fronteira.

Sempre o intervalo de parametrizacao de «y serd [a, b]

Esta lista estd baseada em um texto de apoio publicado na pagina.

Palavras chave forma diferencial, forma diferencial exata, gradiente, jacobiana,
teorema de Green

0.2 Exercicios

1. Primitiva de uma forma diferencial

2.

(@) ME)[] 2= F(z,y) = =* = 3zy + y* entdo
(P(xu y)7 Q(l’, y)) = (3$27 3y2)
(b) ME)[] z = F(z,y) = 2® — 3y + y* entdo

(P('Tv y)7 Q(‘Tv y)) = (3‘T2 — 3y, =3z + 3y2)

a

b b
() ML) § Pla,y)de+Q(z,y)dy = [ P(x(t),y(t))y'(t)dt+ [ Q(z(t), y(t

@) (V] E)] ] § Pl y)da+Qla. y)dy = | Pla(t), y()a (Odt+] Qa(t), ot

(e) WMLIE)[] Se (P,Q) = grad(F) = (Fy, Fy) entao

I=§ P(z,y)dz+ Q(z,y)dy (1)

pelo Teorema Fundamental do Célculo. Se v for a fronteira da regiao
D, serd uma curva fechada e entao I = 0 porque

Fa(b),y(b) = F(z(a),y(a));

Integral dupla Considere que uma regiao D tenha por fronteira a uniao
dos graficos de duas fungdes fi, fo, como na figura (1), pagina 1 e que
z = F(z,y), definida num dominio que contenha D, seja integrével.

(&) MIE)(]

I :ng(r,y)dzdy = [ [ F(z,y)dydz = @
fa
I:fbe(xy)dydx_*f}waydyda; -

(b) (V)[1(F)[] Considere D o disco de centro na origem e raio 1, z =
F(z,y) = 2y entdo

I=][F(e,ydedy= [ [ Fwy)dyde = (6)
b victe? b
=[ | Flzy)dydz= *fffF(:L‘,y)dydx:l (1)
2

)’ (t)dt

)y (t)dt




(¢) (V)[](F)][] Considere D o disco de centro na origem e raio 1, z =
F(z,y) = zy entdo

I= 1{ J F(a,y)dzdy :gf F(z,y)dydz = (8)
b V1-2? b f1

I=[ [ F(zydydz=—[[F(zy)dydz=0 (9)
@ _iceT a fz

(d) (V)[](F)][] Considere D o disco de centro no ponto (0,1) e raio 1,
7z = F(z,y) = vy entdo

I'= [ [F(z,y)dedy = [ [ F(z,y)dyde = (10)
D D
b V1-22+41 b f1
I=[ [  Flaydyde=—[ [F(zy)dyde=0 (11)
@ —/T—z241 a fa

(e) ( ) ](F)[] Considere D o disco de centro no ponto (0,1) e raio 1,
z = F(z,y) = zy entdo

I :ng(x,y)dxdy :ng(x, y)dydz = (12)
b V1—z241

b f1
| Flay)dyds =~ [ [ Fla,y)dydr =1 (13)
—VI—a741 afa

I=

Qe

3. versao trivial do teorema de Green Considere z = F(x,y), P, Q de acordo
com a notagao no caput da lista, com mais uma hipétese, a fronteira,
pode ser descrita por duas fungoes f1, fo de OX em OY ou, alternati-
vamente, por duas fungoes g1, go de OY em OX, como esta ilustrado na
figura (2).
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Figura 2: fronteira descrita por grafico de funges

(@) WEL]
Z [ (@~ Pdady - Z [ @~ piyis

(b) (VUE)L]
1= [ [@-ryavae= [ [ Quasty~ [ [Py 0

(© (V)]
/ [ uisay - / / Qudady (15)

@ (VUE)]
//Pydydr— G/ZP  dydz (16)

(&) (V)](F)[]
1_// .~ P) dydx—//deydm—//dedy (17)

a g1 a fi

4. Teorema de Green - caso trivial Com as mesma notagoes da questao 3

(a) ML)

I = //demdy,//gzdmy,/g 22Dy (18)

P 91

1= [ Qe = f@ 2.9)d (19)

é uma integral sobre um dominio de dimensao, uma integral de linha.




(c) MU

I, = //P dydx —/ P(z, y)\ﬁfdx = ]{P(m, y)dx (20)

a fy oD

é uma integral sobre um dominio de dimensao, uma integral de linha.

(d) WMHE)]

I= //(Qz — Py)dyd:lz?{P(x,y)dx—i-Q(x,y)dy (21)
D aD

é uma integral sobre um dominio de dimensao, uma integral de linha.
(e) (V)[1(F)[] Teorema de Green

// 8_Q _ 8_P Ydydz = j{P(x,y)dx-I-Q(w,y)dy (22)
oD

y

Aplicagoes do Teorema de Green

(a) (V)[1(F)[] Se D for o quadrado com a diagonal nos pontos (0, 0), (1, 1)
e v for sua fronteira, o valor de ¢ zdz + zydy é 2.
Bt
(b) (V)[1(F)[] Se D for o circulo de raio 1 centrado na origem e ~y for

sua fronteira, o valor de <f xdx + ydy é 7.
¥

(¢c) (V)[1(F)][] Se D for o circulo de raio 1 centrado na origem e ~y for

sua fronteira, o valor de §(z — y%)dz + 23dy é 35.
¥

(d) (V)[](F)]] Se o teorema de Green for aplicdvel a uma regiao D entao,
a drea de D é 1 § xdy — ydz.

(e) (V)[](F)][] Se D for a regiao limitada por |z| + |y| = 4 e externa ao
circulo unitdrio, que pode ser vista na figura (3) pdgina 6, o valor da

integral
/ / z2 + y2dady
D

Fronteira orientada

Figura 3: A regido D

pode ser obtido com os célculos

I=[[(2?+y?)dedy = f Pdz + Qdy
D
I=1§(x- )err:L’"dy v=0D
¥
I=3

(L + L+ I3+ 14+ 1)

0 0
I = [t—(4—1t)3) —t3dt = — [ 43 — 49t + 12t%dt
4 4

Iz—jt— (441)* +t3dt

oo

Iy= [t+ (t+4)3 —t3dt
—44
=[t—(t—4)%) +3dt
0

- f(‘O? sin(t) + sen*(t)) + cos(t)dt
L+L+I3+1,=0;I5= —fcos sin(t)dt — 2 fsen t)dt

27
Is = =2 [ sen*(t)dt = —3%
0

(23)




