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0.1 Objetivo

Compreender a relagdo entre somas de Riemann e a integral, aqui: comprimento de
arco, e integral de linha e também integral de superficies.

Esta lista estd baseada no texto de apoio a lista 04. Procure nos livros de Célculo
pelas palavras chave.

Palavras chave: baricentro, centro de massa, comprimento de arco, coordenadas
esféricas, curvas, curvas sobre superficies, integral de linha, medida de objetos no
espaco, parametrizagao de curvas, parametrizacao de superficies, valor médio integral.
parametrizagao de curvas, variedades.

Definigao 1 (baricentro) Centro de massa

1
iy | 70 M
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em que f(t) representa a parametriza¢do de uma variedade. Por exemplo, se quisermos
calcular o centro de massa de uma curva, A € o intervalo de parametrizagao, f(t) € o
conjunto de coordenadas da curva:

@) = (@1(1), .. za(t))

em que n € a dimensdo da variedade onde a curva se encontra imersa. Portanto a
integral na equagao (1) estd mal definida. Os exemplos vio tornd-la mais clara.

O baricentro é simplesmente o valor médio integral.

1 Exercicios

1. Centro de gravidade de um arame A equagdo f(t) = (z1(t), z2(t), z3(t))
sao as equagoes parametricas de um arame em 3D. Algumas medidas toma-
das em diversos pontos f(tj) revelam a massa m(tx) = (mq(t), ma(tx), ms(tx))
em uma selegdo de pontos do arame (de pontos da parametrizagio).

() VIE)[] A

(b) (V)[](F)][] A expressao

n—1

D Ft)mt) (e — t)

k=0

nao tem o menor sentido se ndo for indicado qual é o intervalo de
parametrizagao.

(¢) (V)[](F)[] Se o intervalo de parametrizagao for [a, b], em que a, b sdo

dois valores conhecidos, entao

n—1

Z f)mte) (i — tr)

k=0

ainda nao tem sentido porque nao esta clara a “multiplicagao indicada
na soma’.

(d) (V)[1(F)[] Se o intervalo de parametrizagao for [a, b], em que a, b sdo

dois valores conhecidos, entdo a massa média (baricentro) do arame
é aprxoximadamente

1 n—1

7 > F(te) - mlt) (e — )

k=0

em que dentro da soma se tem um produto escalar de dois vetores.

(e) (V)[](F)[] Se o intervalo de parametrizagao for [a, b], em que a, b sdo

dois valores conhecidos, entdo a massa média (baricentro) do arame

€

b
! / £(t) - m(t)de

b—a.

e na integral temos o produto escalar de dois vetores em cada ponto
t do intervalo de parametrizagao.

2. _Centro de massa Um arame é parametrizado pela equagao (sistema de
equagoes)

f@) = (21(2), 22(1), 23(1)); € [a, 0]

como na questao 1.

(a) (V)[](F)[ ]A expressao

1 n—1

b—a Z F@tr) - m(ty) (trgr — tr)

k=0

representa uma média aritmética (ponderada) da amostragem de
massa ao longo dos pontos (f(tx))7Zs do arame.




(b) WLIF)[] Se

m(t) = (1,1,1) (2)
f(t) = (t,t,1%) 3)
entao
S )t (s 1) = S48
=0 k=0
() MIIE)[] Se
m(t) = (1,1,1) 4)
f(t) = (t,t,1%) (5)
entao
ﬁ i fQte) - m(te)(thsr —tr) = ﬁ i(%k +10) (trgr — t)
k=0 k=0
(d) (V[IE)[] Se
m(t) = (1,1,1) (6)
f(t) = (t,t,1%) (7
entao
1 = L 3
" a ;f(tk) “m(t) (e — te) — " a a/(2t +t%)dt = t* + g\z
(e) MIJE)[] Se
m(t) = (t,t,1) (®)
f(t) = (t,t,1%) 9)
[a,b] = [0, 4] (10)

entao

- b
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h—a ;) F(tk) - mlte) (b = t) — 5— '/(2’52 + t%)dt = 128
. a

3. Regites do plano
(a) (V)[(F)[] O sistema de equagdes

{ m+yy:2 (11)

limita um tridangulo no plano.

(b) (V)[](F)[] O sistema de equagdes

2
y= %
{ T+y =2 (12)
limita uma regiao do plano que fica inteiramente nos quadradantes I
e IL
(¢) (V)[](F)[] O sistema de equagoes
2
y* = x+3;
{2t 13)

determinam uma regiao limitada do plano.

(d) (V)[](F)]] O sistema de equagdes
{nz o w

determinam uma regiao nao limitada do plano.
(e) (V)[](F)[] O sistema de equagoes

T —2y =-8;
T+ 3y = —5; (15)
r—2=0; x—4=0;

determina uma regiao limitada do plano com fronteiras paralelas aos
eixos coordenados OX e OY

4. Integrais duplas
(a) (V)[](F)[] O sistema de equagdes

_ { e (16)

define uma regiao do plano e a integral

Z [ @ ydady

representa um volume de um sélido com base D limitado na vertical
pelo grafico de f e na horizontal pela regiao D .

(b) (V)[](F)[] O sistema de equagdes

2
— y= x5
D_{a:+y =2 a7




define uma regiao do plano e a integral

[ [ stisay
D

representa um numero real que mede um volume.
(¢) WM[(F)[] O sistema de equagdes

2
_Jyt= 2+ 3
D_{y2: 45 (18)

define uma regiao do plano e a integral

D/ [ . ydady

representa um numero real que mede um volume.
(d) (V)[](F)]] O sistema de equagoes

2
_ly= 43
Di{gﬂz z +5; (19)

determina uma regiao nao limitada do plano e a integral

Z [ . ydody

pode representar um nimero real que mede um volume.
(e) (V)[](F)[] O sistema de equagdes

T — 2y = -8;
D= x4+ 3y = —5; (20)
r—2=0; x—4=0;

determinam uma regiao do plano e

49
//drdy— 3
D

5. Curvas, superficies z = F(z,y) = 2% — 3zy + o3

(a) MW ] {(z,y); F(z,y) =4} é um conjunto do plano XOY que

corresponde aos pontos de altura 4 na superficie z = F(z,y)
(b) (V)[1(F)[] O ponto (a,b,c); cF(a,b) é um ponto da superficie z =

F(z,y), {(z,y); F(z,y) = c} é a curva de nivel ¢ da superficie z =
F(z,y).

(¢) (V)[](F)[] O ponto (a,b,c); cF(a,b) é um ponto da superficie z =
F(z,y), derivada implicita de F(x,y) = ¢ é a expressao

OF OF
Fpde + Fydy = —dz + —dy =
wdx + F,dy 8xl+8yy0
(d) W)[]E)[] O ponto (a,b,c); cF(a,b) é um ponto da superficie z =
F(z,y), {(z,y); F(z,y) = ¢} é a curva de nivel ¢ da superficie z =
F(z,y). A derivada implicita de z = F(z,y) mostra que o vetor

(4, B); A = Fy(a,b); B = Fy(a, b);

é perpendicular & curva de nivel no ponto (a,b).

(e) (V)[](F)[] Posso usar a derivada implicita de z = F(x,y) para des-

cobrir uma reta tangente & curva de nivel ¢ fazendo

{ A= Fy(a,b); B= Fy(a,b); (21)

Alx —a)+B(y—b) =0




