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0.1 Objetivo

Esta lista estd baseada numa pagina de apoio que trata da medida de objetos no
espago, em particular comprimento de arcos e a medida de superficies limitadas por
uma fronteira.

Palavras chave: comprimento de arco, coordenadas esféricas, curvas, curvas
sobre superficies, integral de linha, medida de objetos no espago, parametrizagao de
curvas, variedades.

Notagao: z = F(z,y) é uma fungao diferencidvel, Dr é o dominio de F,

v(t) = (2(t), y(t))
é uma variedade de dimensao 1 (uma curva) contida em Dp. As funcdes z(t), y(t) s@o
as fungoes coordenadas da curva ~.
Se for preciso, vou escrever v para representar a variedade de dimenséao 1 - dife-
renciar da equagao y(t) que é uma fungao.

1 Exercicios

1. Parametrizacao de uma curva numa superficie Nesta questao estou con-

siderando uma variedade de dimensao 2, graf(F) - grafico da fungao

z = F(z,y) sobre a qual estou montando curvas ou aproximando-as com
poligonais, estou montando variedades de dimenséao 1 sobre graf(F).

(a) V[IIE)[] Se v+ C D entao (x(t),y(t), 2(t)); 2(t) = F(x(t), y(t)) é

uma parametrizacdo da curva-imagem por F' na superficie graf(F).
(b) (VLIE)[] Se v+ C D entao

(@(t), (1), 2(1)); 2(t) = F(x(t), y(t)); 1 € [a,b]

é uma parametrizagao da curva-imagem por F na superficie graf(F).

(¢) (V)[1(F)[] Sendo ~* uma curva contida no dominio de z = F(x,y) e

(a,b) € D um ponto do dominio, entdo um vetor tangente ao grafico
de F(vyx) é

(@'(),y' (), ' (1)); 2(t) = F(x(t),y(t));

(d) (V)[](F)[] Sendo y* uma curva contida no dominio de z = F(xz,y) e

(a,b) € Dr um ponto do dominio, entao um vetor tangente ao grafico
de F(yx) é

(@(t) +2'(t), y(t) + 3/ (1), 2(t) + 2 (1)); 2(t) = F(a(t), y(t));

() (V)[1(F)[] Considere [a,b] seja um intervalo de parametrizacao de

uma curva v« C Dp. As contas seguintes conduzem aos vértices de
uma poligonal que aproxima yx:

At = "*T“; n € N; (
to=a;ty =a+kAt; k€ {0,...,n— 1} (
(0 = P, 0):2(0) = ( Fola(tl) Felroo)) (40 )
Py = (z(te) + 2" (t), y(te) + 4 (L), 2(tk) + 2" (tr)); (
Os comandos
set arrow from P, to Fiiq
para k € {0,...,n — 1}; junto com o comando

splot F(x,y)
mostram esta poligonal com gnuplot.

2. Comprimento de arco Estou usando nesta questao a notagao da questao
anterior.

(a) (V)[](F)[] O comprimento da poligonal ( le) referida na questiao

anterior (mas possivelmente néo obtida) é

n—1
Y V@) = 2(t))? + (ylteer) = y(t0))? + (2(tisr) — (1))
k=0

(5)

(b) (V)[1(F)[] O comprimento da poligonal le referida na questao ante-

rior (mas possivelmente nio obtida) é

St ¢ (o(te) =20 (i) —y(@)) | ((tner) = 2(0)?
(tht1 — teg1)? (thr1 — trg1)? (trg1 — thg1)?
(6)
(¢) (V)[](F)[] A soma que aparece no item anterior é claramente uma
soma de Riemann associada ao intervalo de parametrizacio [a,b] e,
consequentemente o limite destas somas, se existirem é

k=0

b
/ VO (0 + 2(0)2dt (1)




(d) (V)[]E)[] A soma que aparece no item anterior ¢ claramente uma
soma de Riemann associada ao intervalo de parametrizacio [a, b] e,
consequentemente o limite destas somas, se existirem é

b
/ VIO + g 0 + (02t (8)

(e) MIE)[] 2= F(z,y) = 2> +y*, D é um circulo de centro na origem
e raio 4. 2y# é o circulo de raio 2 de centro na origem e F(v*) é a
imagem de 7* sobre a superficie graf(F). O perimetro de F(yx*) é
8.

3. Comprimento de arco Considere F(z,y) = ﬁ

(a) (V)[1(F)[] O dominio de F é o plano R2.
(b) (V)[](F)[] O circulo unitério
S = {(cos(t),sin(t)) ; t € [0,27]}

que se encontra no dominio de F' tem uma imagem, I, sobre a su-
perficie graf(F). O comprimento de arco desta imagem é dado pelos

calculos
uma parametrizacao de I’ 9)
= (x(t), y(t), 2(t)) = (cos(t), sin(t), 1) (10)
O célculo do comprimento do arco (11)
f \/cos 2 4+ sin(t)? + 7¢os(t)2~1+sin(t)2 dt = (12)

f VI+T1dt =227 (13)
0
é o perfmetro de um circulo de raio v/2
(¢) (V)[IE)[] O circulo unitdrio
S! = {(cos(t),sin(t)) ; t € [0, 27]

que se encontra no dominio de F' tem uma imagem I' sobre a su-
perficie graf(F). O comprimento de arco desta imagem é dado pelos

calculos

uma parametrizacao de I’ (14)
t = (2(t),y(t), 2(t)) = (cos(t),sin(t), 1) (15)
O célculo do comprimento do arco (16)
f\/*bln )2 +cos(t)?2+0dt = (17)

2
[ dt=2x (18)

0

é o perimetro de um circulo de raio 1 que é a imagem de S! sobre o
grafico de F' - o inverso do raio 1 é também 1.

(d) (V)[IE)[] O circulo
S' 4 (3,4) = {(cos(t),sin(t)) + (=3,4) ; t € [0,27]}

estd centrado no ponto (—3,4) e sua imagem, I, na superficie de
F(z,y) = 12+y2 tem por perimetro I;

uma parametrizacao de I' (19)

t— (z(t), y(t), 2(t)) = (cos(t) — 3,sin(t) + 4, m@m

27
I= g \/26 — 6cos(t) + 8sin(t) + sy @t (21)

() V)[(F)[] O circulo
S' + (=3,4) = {(cos(t), sin(t)) + (=3,4) ; t € [0,27]}

estd centrado no ponto (—3,4), e sua imagem, I, na superficie de
F(z,y) = 12+y2 tem por perimetro I;

uma parametrizacao de T’ (22)

t— (COS(t) — 3 sin(t) + 4, W) (23)

I—f\/l 242 2dt— \/ t)dt (24)

. —2(cos 3) sin 2(sin 4) cos
h(t) = sin®(£) + cos?(t) + (=2 <§;6,gwg;g;;sm<(g; Jeos(D))2 (95)
o 6 sin(t)+8 cos(t)
h(t) =1+ ((2676 cos(t)+8sin(t))? )2 (26)

2m
= [ /h(t)dt ~ 6.28401293150277564066 (27)
0

O programa exer04_01_e.calc foi feito para elaborar esta questao.
Ver também exer04_01_f.calc

4. Integrais multiplas
(a) (V)[J(F)[] A integral de F(x,y) = 2* 4 y* sobre o dominio
D={(z,y) eR}0<2<10<y <}

vale 1
(b) M@ ]( )[] A integral de F(z,y) = 2% + y? sobre o dominio

D:{(:c,y)eR?;OS:cgl;OSygx}

1
vale 3.




(¢) (V)[](F)[] O dominio D é a regiao do plano limitada pela sistema

de equagoes

0<x; "
{ Pey<1 //y3dmdy:0 (28)
Sys s
ominio ¢ a regiao do plano limitada pela sistema
d) (V)[](F)[] O dominio D é iao do plano limitada pela si
de equagoes
{ngygl | [ = (29)
D
e ominio D ¢ a regiao do plano limitada pela sistema
V)[](F)[] O dominio D é iao do plano limitada pela si
de equagoes
0<a; " 2
{05 o [ [rwa=3 (30)
D

5. Coordenadas esféricas Vamos calcular o volume da esfera (que ja conhe-
cemos) para aprender a usar coordenadas esféricas.

(a) (V)[](F)[] Dado o sistema de equagoes

x = pcos(f)sin(a)
y= psin(f)sin(a) (31)
z= pcos(a)

entao
224y +22=1

(b) (V)[](F)[] Dado o sistema de equacoes
{ x = pcos(f)sin(a)

y= psin(0)sin(a) (32)
z= pcos(a)

entao
x4 y2 + 22 = P
(¢) ([ ](F)[] Dado o sistema de equagdes

entao
2?4?42t = p?

(d) (V)[](F)[] Se U for uma esfera de raio r e centrada na origem, entao

///dxdydz (34)
U

é o volume de U

ot

(e) (V)[](F)[]Se U for uma esfera de raio r e centrada na origem, entao

dx = cos()sin(a)dp — psin(f) sin(a)df + p cos(8) cos(a)da
dy = sin(0) sin(a)dp + p cos(f) sin(a)df + p sin(f) cos(a)da (35)
dz = cos(a)dp — psin(a)da
drdydz = p? sin(a)dpdfda (36)
T 2T T
[ [ [dadydz = [ [ [ psin(a)dpdfda = 2mr3 (37)
U 000




